Differentiaalmeetkunde Capita Selecta 1950-51 2t s
Lie-groepen - ¥y
Y 'a‘ * . s - .
:2:ﬂ/, Ao Thecrice der normaalcobrdinaten in &,
. L | a4 ® ‘: o
§ 1. SLRDERIS kA dREN, L/mn ’:f_ ; K= 2) ...t de cobrdineten Adjn
in s2r v et wermz‘@ ineg ,,,4,\ . De vergelijking
4,107 < Pt

stelt 1-n cer kroume ir Jf?voar ent is een parameter op die kromme,
De kromme heet gece tlmch indien de ra“kvectO“‘{_fdf zieh pseudo-
parallel lsma& de kromue verplaetat.
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Ahect dan cen affline parsmeter van de geodetische lijn, De algeme-
ne oplocoing von (A.1.6) heeft de vorm

O
A,1.8) o= Cz/ / 4t (Z?L 1" ('%Cl CK congtanten
en de¢ 2frine parcmeter ie dus vaatgelegd op de pl-ats van hct nul-
punt en ccn constante factor ne. ve affine parameter stelt onc dus
in ste2t van segmenten op é¢n geodetische lijn een “lengbe .-verhou-
ding invariont vast te lcggcn.

Nen ken vregen de fﬂk zo te trancformeren dat gbOthlﬁchﬂ lljw;w
nen ge.c:m.tlach blijven, btel dat f—;\wr;\-rpm net ?“3«,‘},} 0.
Qan mortTj A cen affinor zijn (valgt ult de tranrformaticwmjfc der
f“h bij ccordinatentransformat1@5) en blijkens (A.1.3) moet jelden
a9 Pk dgf“ f/[,i* 1(1‘)‘4;:
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voor icderc keuze vandi,nif Hot ken worden bewezen dat dit alleen

kan alsFDh de vorm hecft
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In &a“ geval heeft de nicuwe afflnc aremcter de vorm

A.1.11) "z = C/ }‘”F’” ct;a +l ,G40




en hieruit volgt dat A dancon alleen dan een affine parameter voor de
nieuwe overbrenging is wanneer Ekduékﬁﬁ in elk punt van de kromme;
dat is dus wennecr Fu de kromme tangecrt., Is de affine paramcter op
alle geodstieche lijnen invariant bij dc¢ transformetic dan is IN= 0

en omgckeerd., Dus: Een symmectrische overbrenging is vastgclegd
door de geodetische lijncn en de affine paramcters op dezc.

§ 2. Constructic der normazlcodrdinaten voor ecn punt in [

We nemon hicr verder aan dab de f eenfqp is GJ%} d Een F%?
ig vlak of cen E&llndlen er coordlnatcnstelsels bbstaan Taarvoor
ff{?:?5 in ieder punt., ﬂet is gemakkelijk in een Fb7ocn stclscl
te conctrucrex}g< waarvoor ,l/u,\xo in één cnkel punt ;rg Het stclscl
heet dan iﬂwé geodetisch, Fen heel ecnvoudige manier Word eangege—
ven in O blzf 81>. Aan Veblen danken we een algemene methode waar-

bij ook ten asanzien van de afgeleiden van E;ﬁ nog aan zekecrc cisen
worat Voldaan.

In n.men we een willckeurige vector f #Qf) en laten deze
van N -1 paramoters afhangen op zodanigc wijze dat aan elkc richting
1n‘§ éen vector is toegevoegd. Nu denken we ons door % alle geodo-
tische lijnan getrokken en kiczen op elk van dezc een afflnc para-
metcr A zodat in :
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De vergelijking van een geodetische lijn is dan
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en met baaulp dsarvan kan mcnctiéh}lnrg berekenen
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Door herhaalde differcntiatic van (A.2.2) vindt men zo alle afge-
leidcn ixa}ék :
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Met behulp van deze afgeclciden kan nu’E in eecn e¢K(§ )1n cen rock:
worden ontwikkeld °
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Indien deze recks convergeert bllgkt een punt van ecen 37(§ )cvcn-
zeer te Worden vastgulegd door ﬁCf als door § . We introdaccren nu.
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en nemen voor het gcmaer =0 . Dan gaat (A 2. 6) ovcr in
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en mcn berekent gcm lekelijk dat
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Door differentiatic van (4,2.8) en (4.2.9) verkrijgt men g_ig‘fk
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Maar nu is de kcuzo van het codrdinatenstelsel (K] vrij, Mcn ken

dus, (ﬁ) cenmaal verkregen zijndc ook van f/?) uitgacn cn moct den na-
tuurlijk in (L.2.8) wecer (g)tcrugvindan. Ook (i.2.5) geldt voor ieder
coomlna“tonstulscl, dus ook voor (ﬁ Jen uit (i.2.8) vindt men derhalve
behalve F P (0)=0 ook

#
A,2.1
3) IJP i » (0) = o

voor allc wraarden van p c¢n daaruit volgt in verband met dc dcfinitic-
vergdijdag van deze uitdrukkingen ook

f A
£.2.14) b(jw 'J—};--j,i) =0 voor E, 2o

f

£,2,15 Bihbbjp L Bl' !} =0 voo;' E - O
Nict allcen verdwijnen dus in §%o a%.lc—. G; mair bevendicn ool alle
geasymnetrizeerde afgeleiden van de.f; naar dc § van icderc ordc.

Do aldus verkregen codrdinaten (3) heten nasr Veblen (Proe,Nat,
head. 8 (1922) 192-197)de normaslecotrdinatcn in H?’l ten opzichtc vor
K ¢n_behorende bij het cotrdinaetenstilaclilZij zijn een vera l&;u—-
mzninég van d¢ door Riemenn in cen Uﬁ geintroducecrde normasleodrd’-

naten, (Litterstuur Einf. I blz 100). ,
Houdt men vast maar worden de {K getransformecrd in

dan krijgt men ¢Cn ander atclmlm'} behorende bij (k). In plaate van

(A.2.7) komt dan:
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waarin dc 9A conatanten uian. Ondcergesn dus de E ecn willckeurige
trancformatic dan ondergacn Mclg cen lincaircg homogcno trensforma-
tic mct constante coefLicicntcn dic numerick gelijk zijn 2:n de
wearden van H” in €

Do norma:lbnor&inatan tcn opzichtce van,ﬁ beclden de PHLG&H
cﬁ(ﬁ in 17(£;)e¢neerduidig af op de¢ puntcn van de localc LJ;V n

. IQQOaL &ﬁ zijn dc g rcchtlinige codrdinaten on het punt van

ﬁhnmt * normauleomrdinatcn E hocft als bocld het punt met radivs.

vector in dc F7a

Uit (A.2.11a) volgt dat de maatvectoren wan (k) in £ gemenval-
len met de meatvectoren van (@} ous zijn ook de kentallen van ieder:
g;ggjﬂﬁggﬂgg'gﬁ ten opzichte van (k) en(ﬁ} numeriek gelijk, aaruit
volgt echier:

Is ven een stel getallen in’§ bekend dat zij zich bij over-
gang_ ven F) ot {ﬁ Y tranformeren als_de kentallen van een grootheid
(affinor affinordichtheid) dan zijn deze getallen kentallen van een
‘grootheid_veerven de kentallen t.0. van (K en (K') numerie% geliik ziin
aan die %.0,v. (k) en (R') resp.

Van deze ecigenschap hebben Veblen en = .Y.Thomas zeer slegant
gebruik gewaakit ter constructie van de z.g. normsalaffinoren, De
(nu niet gesymmetrizeerde) afgeleiden'derl}?f
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transformeren zich blijkbaar bij de overgang tot(ﬁ?lineair hov.ogeen,

dus als de kentallen van een affinor, Dus zijn de aldus gedefinieerc

grootheden/y inderdaad affinoren. Men lette erop dat in het algemeer
’ A

g NJP j.]l (JP Jemree o )*

Deze pormaalaffinoren beborende tot de overbrenging,{yk treden o0.a&.

op in de reeksontwikkeling ﬂ

£.2,18) P ik/\/é;fﬁ"“f?‘ghﬁk”k,k‘ji e
waarven de convergentie dooxr T.,Y Thémas (Invariants of generalized
spaces, Cambridge 1934 blz, 126) onderzocht is, Uit de definitie volgt
dat ilcderc normaslaffinor symmetrisch is in de eerste P on in de
laatete 2 covariante indices, terwial/bver alle covariante_ indices
tot nul leidt, menging
Nu hebben we de normaalaffinoren allecn geconstrueerd in

K . Maar hetzelfde kan natuurlljk in elk pun: gedaan worden, Het
bezwaar is alleem dat men dan telkens kentallen t.0.v. ccn ander
codrdinatenstelsel krijgt, namelijk het stelsel van normazlcelrdi-
paten t.0.v. d2t bepealde punt, We willcn liever de kentallun %.0,V.
(%) hebben, Natuurlijk kan men deze berekenen door opvolgende dif-
fercniiatics van | T




4.2.19) F Hf’fi F DRt /uﬂf‘.,

naaré y daarbij +clkuna gebruik mekende ven (4,241 a,b). Voor het
eenvoudigetc gev L windt men dan in tkn& enig gerekcn

~h \ vuM k
cn dus, wn nu geldlg voor alle punten in T?’( k)
A,2.21) NV'}“ - le/m u'»/w\ - n «v;u {r\);

Maar dcze weg is voor de hogere gevallen zmeer lang, Beter gaat het
met bohuly van de kromtegroothcid F%gk en hasr covariantc afgelci-
den,

§ 3. Do normaalaffinoren en afggleiden van de krombtegrootheid,
Aangoezicn de i nul zijn inlg is aldaar (verg. D blz, 55)
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Dasr cchi.r Nm,,\) =0 cen N 0 kan Ny}gkuit deze vergelijking
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omdat wcer alle termen met f, wegvallen en dus guersal

e

Y 4
A’B.?) Vy’- V/;)\ = A NMIWI]/\ _,_J . .
Gebruik makcnde van N{&MM cos P':’;';i},t.ﬁ\x'u on N Vv, 3 kan
men wecr N oplosscn

P x 15' N - k P v P K
Vordcrop gaat het nict ze gema}ékeli;}k omdat cr dan rcchis
afgcleiden ven F*“ optreden,dic in% nict nul behoeven te zijn.
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We xunncn echier toch belangrijkce gegevens varkrlggag; over




de vorm van dc betrckkingen tusscn de N S cn de opvolgendce afgo~
leidcn vanP Algemeen geldt

h£,3.9) VVP*VPMA :.3\5 43(};},\-}'

waarin % stazt voor tcrmen dic allcen de L"% gn hun afgcelciden tot
dc ordc p bevatten, Schrijft men deec vergelijking t.0.v. (ﬁf dan
ontstaat
, N .«f"

£.,3.10) V,( . V;( ; :—..ﬁ%” ok pkilooo* K
en hicr stast %é nua voor termen &ic gchell best ean uit ovorschui-
vingen van NS met cen valentico € p+23.

Gaan wc nu weer terug naar (K} dan komt er ovecral

| .
A.3.11) ‘V,, . BR ,,,,\ K/\/y v[y/fy,xk* %I

o vorm van dczc vergelijlking ken nog precicser omschreven

wordcn&_Latcn we r* schrijven voor de normaalaffinor van dc valentic
¥ on R 4voor de (U-Y)- deo covariantc afgelcide vanWQgHA . Jan zicn
wij dat R en'?% eunvigdlg wordcen uitgedrukt in f§ cn P’ rc&ﬁ. lFaar
in T? trcedt bgpalvc Y ook cen ovcrsip%iv1ng van P’ cn N op. In

>
R trccds op N en de overschuiving V1Y cnz. als volgt:
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e algecmence regel is dat in FE allecn dan ccn term met Ff"f[

kan optredoen indicn

h.3.13) Vs U+ ..+ - A (u-1)

en dat cr in zulk cen tcrm prccles U~} overschuivingen VOOIr=-
komen c¢n wel zo dat clke N met elke anderc [N over ton hoogstc €
index overschoven is, ¢n dat clke N in ccn product van mecor N

in tcnminste een overschuiving betrokken is. oy
pry :
Uit (A.3.11) kan N werdun opguleost als functic van R on

lagere Pfs , Um dit te¢ bewijzen merken we op dat in



een term

?
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R

H.
/"Worden omgezet in een som van: een isomeer van

: : - K
A03014) F\I(VPVrV/U’\‘ -0

drie soorten termen voorkomecn, zulke mot)ﬂﬁ aan het eind

£.3.15) Ny, ovpun
zulke mct één ¥ in de laatste twce indices

. C K
4,3,16) N)/P...v,/uw\

en btormcn met twee V%; aan het eind

. . K
A3.17) Ny, . v, A v
P Z/A " pd

Wegens ‘de symmetric van N in dc cerste p en in do lastste
2 indiccs doet de plaats der indices er verdcer nicts toc., Ben torm
van dc tweede goort kan met behulp van (L,3.11) worden omgczet in
een som vans %% ;een term van de cerste soort,en termen dic allcon

(
lagerc rfs bevatten, Een term van de derde soort kan evenzo/vVen de

f
tweede soort en termen met lagere Vs , Zet men dan weer dic term
van dc tweede soort om,dan verschijnen tcnslotte in (i.,3.,14) dc
term (4.3,15) met cen zckere cocfficicnt, cen som van igomcren van
P4

I
RS

met zekerc cocfficientcn ¢n termen met lagerc F@ .« Worden

die lagere .Ni nét’ zo omgezet dan zien we dat tenslotte de. N5 kun-
nen worden ultgedrukt volgens een tobel dic er net eender uitzietb
als (3.12)
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¥ 49
K R, RR
enz.
WY
‘dus in het algemeen in termen met R..R en u-s overschulivingor

waarvoor (4,3.13) geldt. De omkering van (4.3.11) heeft dus de

vorm : {
K

. v K o] — o N
/\}VP"VI))/“(/\ ::OL (VUPVI/'?)%J/\ /}'r‘ N\

A93v19)
Waarincﬁ(.”) staat voor een polynoom, lineair homogeen in de
isomeren van V%J” V%??%uAK' en waarin %é staat voor een santal ter-
men die elk door(u*{}-voudige‘8vqﬁschuiving en het toevoegen van
een constente coefficicnt uit K../' ontstaan, waarbij Qi,“)“UL alle
waarden qry/l/ doorlopen dic aan (i.3.13) met ¥ = J? +Y4 voldoen,

§ 4. De symmetrischef%i.
< , . B
De kentallen van de /Y inrg ten opzichte van{%) zijn tensloti-

a
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3 g f’ X
niets anders dan de afgeleiden van de (; (zelf nul 1n;>)naar de %’
Daaruit volgt dat men uit (A.3 19).ze?r waardevolle informeties ken
halen over de functie j./é ) in ﬁ?{éj . Indien bijvoorbeeld eens

‘ % K
alle covariante afgelelden van IV“A met oneven valenule in = nul

zijn, dag, v lgt uit (La3.19) en (i.3414) dat alle {1 12 met eén oneven
valenticinul zijn, Die met een even‘valentle kunnen nog termen bevat-
ten dle h of twee of meer factoren & bevatten. Maar dan volgt uit

»

—{i LK
(A 2 18) dat de functie [f; 1nzy/ > van teken verandert indien men

é‘ vervengt door -2 . Dit b uekent echter dat de Hnllnvarlwﬂt is
voor de uransformatle (§7 (é of zoals men zegt symmetrisch is

)
t.o.v, het punt Eé =0 « Inderdaad, eenpveld met de veldwaarde ?’l in

é heeft na splegellng aan het puﬂthé’zu kdc veldwaarde *7/# in
,ER » a2hgezien een lijnelement dcgcan € 21oh spiegclt in een
lignelemcnu ~d¢ in .—é volgt da%‘§1 1n 5 zich spiegclt in een
vector me?b tedengesteld teken 1n-}éﬁ

Omgekeerd, is de H 1qﬁezo zin symmetrisch t.o0. v.(é“\dan moeten
blijkens (4.2,18) de H<~ met oneven valentie nul zijn in EK en uit
(4¢3.12) volgt dan dat ook alle covariante afgeleiden vanrﬁyﬂh” met
oneven valentie aldaar nul 213n‘

Is con fi, symmetrisch t,0.v. alle punten in een ?7{%? dan
volgt hicruit dat dit dan en alleen dan mogelijk is indien de afge-
leiden ven X met oneven valentie in alle punten nul zijn. Mear
dit 1is alleen mogelijk'indien alle afgeleiden van?? overal nul wor-
den., Een dergelijke Hﬂ heet Symmetrisch, Dus:

\ Ty K
Len F% is den en allcen dan symmetrisch indien fQMMA

covarient constant is.

Ve
§ 5. De reductiestellingen in l%n-

Het proces dat geleid heeft van de [;[ tot de normsalaffinoren
werd .door Veblen en T,Y,Thomas (The Gcometry of paths, Trans, 4m,
Math,Socs 25 (1923) 551 - 608) ook toegepast op een willekeurige
grootheid, Stel dagt we van de een of andere grootheid (affinor of
affinordichtheid) de kentallen hebbcn gevonden t.o.v.(g} . Leat de-
ze gesymbolizeccrd worden door , iaarblj we alle indices ondcrdruk-
ken, Den zullen de afgeleiden

£,5.1) o 43 C% enz.

1/
in het punt’gﬁ 21ch}%13 de overgang van (A} tot (#’) transformeren als

de kentallen’van grootheden. We hebben boven al gezicn dat zij den
inderdasd kentallen van grootheden zijn. Wij nocmen deze grootheden -
de eerste, tweede cnz, normele afgelecide van CD (bij V. en Th, eX=
tension)., De normelc afgeclciden vormen velden daar rom‘bk willckeuriy
kan verplastsen, Men lettc er op dat dc (p+1)-de normale afgelcide
niet gelijk is aan de normelc afgelcide van dg P de afgclcidc, Do
normalc afgeleiden worden genotccrd met §7 /M enz, De ccrste

nermalc afgeloide is gelijk aan dc gevwone covarlante afgelcide, b.v,
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Magr voor &c hogerc normale afgulciden gest 4it nict meer op, b,.v.
gelds in §¥
oD

K ‘mli f
A\
— 4
£4,5.3) "}'g(r) J, vhew r) I ;)
Y K AN K
o) Yuaﬂ'ﬂ + V /Uly”'ih

en om@et de unitkomst de invarisntc vorm hceft geldt zij oversl,

Op deze wijze kunnen alle covariente efgeleiden wordon uitse-
drukt in normale afgelciden ven dezclfde on logere ordce onm horwsol
affinoren wet cen velecntic dic tem hoogste gelijk is eon 2 4 do
ordc ven diffcrentiantic, Omgekeerd kunnen cvenzecr Je norucle ¢ fge-
leiden worden uitgedrukt in coveriente efgeleciden van dezelfdc on
legere orde cn normaslaffinoren met ccn velentic niet hoger dan
2 ¢ 4c orac van differentietic,

N:ﬁuurk?jk kunnen in beide gevallen de ffS wecr wor ¢n ultge-
drukt in F?édaﬁan zijn covariante afgelciden, Men kan hicrvean helc
tabellen ontwerpen cn bij Veblen cn Thomes vindt men cnkelc van de
tebellin, Zondcr dic tebellen te kennen kan men nu cchtcr 21lecn
uit het foit dat deze omzettingen mogelijk zijn belengrijl. conclu-
sics trcklun toen fanzicn van do diffecrontianl comitanten van con
overbronzing CLA .

o~ Ic cr cen overbrunging C;A met 6;27-— 0 gegeven ci beatact
cr een grootheid (affinor of afflnordichtheid) waarven Ge kerhellen
zich laten uitdrukken in de E;;.en hun afgeleiden tot de orde B den
heet die grootheid een differentiseclcomitante van de orde P vin de
overurensing. F?%“A is b.,v, een differentiaclcomitante von ce orde
1. We beschouwen meestal alleen die comitantern wier kentallen zich

algebreisch in de 6;§en hun afgeleiden loter uitdrukken, Is een
differentiaclcomitante een scalar of scalaire dichtheid den cpreekt
men dikwijls van absclute differentiszlinvariont resp. relatieve
differenticelinvariant,

de gebruiken nu bct cobrd inatenstelsel #} voor enig punt é”
en dru'iren ¢e kentallen van een differenti&alcom1tant% t.0.v. M}
uit in de F en hun afgelciden. In het punt E is 17 = 0 en kan
men de oavolsende afgelciden vervangen door broutueucn N , Aangezicn
dit voor ileder punt kan worden gedaan heeft men nu ook d¢ kunbeller
van de comitantc t.o.v. (k) uitgedrukt in de¢ (K)=kentell.n van dc

Pfs « Jize kunnen cchterwcer worden uitgedrukt in de (®}~kentallen

van R ca zijn covariante afgeleiden, Daaruit volgt de ceretc redue-
ticstelling

allo differentiaclcomitenton van de ordc P _ve., cen S;%&C%Yi&&’

exerbgaq&ggﬁk zijn_gow one_comitanter van R, 'g en zijn covaricnto al-




X
geleoiden tot _on met de_orde p-/ .

I¢ cr in een f, ecn stcl groothcden e{;,,‘,,qﬁm(i‘ndices onder-
drukt) gegeven, en is cr cen frootheid waarvan de kentallen zich
latcn uitdrukken in

le, de 1;% en hun afgcloiden tot zckere orde

2e, dec kentallen der c_%)'s cn hun afgeleiden tot zeckere orde

- . [ S FhetetgP

l}’}i ¢n de velden 4’p~-,¢m* Meestal beschouwen we weer comitanten
wicr kcntallon zich algebraisch in de aangegeven ar umcrnten laten
uitdrukkcen, We nemen cerst weer het cobrdinatenstelscl (ﬁj t.0.7e

en drukken de M) ~kentallen van de comitentc uit in de 13- ¢, hun
afg.lciden, dc {R}—-kcntallcn der C}D’s en hun afgcleiden, In het punt
(E,“ vervangcen we na weer de afgeleiden der f—f door opvolgendc
rf‘s en dec afgcleiden der C‘p's door normelc afgeleiden der d‘s-'._& » Jaarop
gaan wc ocr over tobt het algemene stelsel (k) ¢n hebben dan de (k)=
kentallcn van dc comitante uitgedrukt in (k) ~kcntallen van de N
de Cf>’s cn de normale afgeleiden van de 4)'5 . De N'c kunnen weer wor-
den omgezet in R cn zijn afgeleiden en de normalce afgeleiden van de
c})'s kunnen worden uitgedrukt in de covariantce afgeleiden ven de
d)'s cn R wet zijn afgeleidcn, Daarmede is de tweede reducticstelling
beweczon:

Alle differentiaalcomitanten ven cen symmetrischc_overbr.onsing
en cen santal vclden c}),,...,djm (indices onderdrukt) zijn gewone col !l
tantcn ven de velden R,¢.,. ¢  ¢n hun covaeriante afgelcidcn,

Is Q;h} 0 dan behocven we alleen 5),',;“: f;f% to beschouwen
als een van de gegeven velden, Daarmede hebben we dan de derde re—
ducticstelling .

Allc diffcrenticaslcomitanten van eccn_algemenc overbroensing en
een santal velden &,,. . dn(indices onderdrukt) zijn gewone comitan—
ten van de vclden ?—?,;I;,,'\“ (de krombtegroothcid veoor de symnetrische
overbronging lﬁf‘,\: v Yy S50, b en_hun coverisnte sfgcleis
den mct botrekking tot_de overbrenging 5’”" .

Hicruit lcidt men weer genakkelijk afs
Allc diffcrentimalcomitanten van cen algemenc overbronging on cen
aencal vclacn 4>,, : d’m (indices onderdrukt) zijn gewonc conitanten

- DL .t “ o - 5
van dc¢_ velden RV,M"‘, A )cfp.,,..,(Pm cn hun covariante afgelceidone
yan ge veALRL / 2 : o
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.§;“Meetku§deder eindige continue zgansfofmatiegroepen.‘

§ 1 N. Groeven, Onder ecen groep wordt een verzameling van clementen
HDB.C,.. verstaan waarvoor een 'Wermenigvuldiging® is gedefinieerd zo-

danig dat

1. het Dro&uct van twee elementen steeds weer tot de verzameling be-

hoorts ,

2. er een element ,de cenheid,bestaat zodat

1) JA=A7T=H

~voor iecdere Aj 3

3., er tot elk element R een 1nVors element H bestaaty

1 N. 2) HH*HH--

4, de associatieve wet geldt

1N, 3) (AB)C = H(RC)

Zijn de elementen transformaties dan is J de identicke transformatie
en (4) is vanzelf vervuld.
EFnige definities:
a) Abelsche groep: HB =BAR ;
b) Ondergroep ¥ van groep {? is een groep Z// waarvan alle ele-
menten elementen van{¥ zijn, en waar dezelfde “productide--
finitie geldt;

¢) Homoloog heten twee elementen 1 en Q indien er een element
R vestaat zodat A= R AE :

a) Twee ondergroepen heten homologz wanneer zij door B. R en
B...B in elkaar overgevoerd worden. Symbool M- /= PJKB

e) Een ondergroep7”'1s invarient an/ indien 1 = f{lZfJ voor

icdere H 3 (een andere naam is norma 1deler)
£) 7 en(Z heten igomorph wan- )

neer ér een correspondentie tussen M.B C,. en A.,B.C .. bestaad

zodat als H bij A en B' vij B behoort, steeds RA'B bij

RFB  vehoort. De isomorphie heet holo&drisch als de corres-

pondentle één—-Eéénduidig is en anders mero&drisch..

(Dikwijls worden in deze betekenissen ook de bermcn*iaq&orbh
resp. homomorphie gebruikt.)
Fnige eigenschappen:

1) Ondergrocp van ondergrodp va:xéy is ondergroep van

2) Doorsnede van twee ondergroepen ven 4 is ondergroep van/ H

3) Doorsnede van twee 3112? invariante ondergroencn is in %f/lnva~
riante ondervroen*

4) Invariante ondergroep van invariante ondergroep van QZ is in het

algemeen geen invariante ondergrocy vant?.
8 E 7



XII

hVacrbeelden:
(1. Permutaties van 2 dingen (2 elementen)
2. Permutaties van 3 dingen (6 elementen),
ein- holo8drisch isomorph met de groep der 6 transformaties van 1
dig variabele
R e L A T

3. Draaiingen om een punt in een vlak. ~n' elenenten afhankelijk
van 1 parameter;

ein~ 4., Bewegingen in een vlak, 3 paramecters;

dig 5. Dramsiingen om een punt in de ruimte. 3 paramcters;

con~- |6, Bewegingen in de ruimte, 6 parameters;

vl T. Projectieve transformaties
in lijn 3 parameters
in vlak 8 parameters
\ in ruimte 15 parameters

In deze eindige continue groepen laat zich iedere transforuatie
vanuit de identieke transformatie bereilien door continue verande-
ring der parameters. In de gemengde continue groepen kan dit nict,
voorbeeld:

%. Draaiingen om cen punt in cen vlak en spiegelingen aan cer liin

goe door dat punt, 2 definitdovergelijkingen elk met 1 parsmeter:
mengd '
con- Zom XOCOoso + 1y osin v
tinu ’
'Jf - F XSonha ¥ 3 e o
De transformaties van een oncindige transforuatiesroep laten zich
nict met behulp van een eindig azntal parametor vastleggen. Voorb.:
9 ~ b
L v '-'ff I‘)f
on- = fy) Tox ey
eine- R - 5 - £
i ' — ‘ ¢ ¥y ¢
dig y ,«f(x,y;)} Yo 659
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V. Lie groups and lincar connections,
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§ 1. Finite continuous groups.

An . - parametrical finite continuous group in the sense of Lie
is a set of elements between which a "multiplication" is defined and that
satifies the following conditions.

a) The elements are in one-to-one corrcsoondence with the points
of an }?[ 2*’\ in an ’< with the coordinates 'lix"‘ x= /.. %

b) If the ﬁ.ement T belonge to 1;"" and Tu to C' the product
7;)-;74,73 belongs to the set and the 0 are conbinuous (or analytic)
functions of the 'r[ and t”

¢) There is an elemc,n‘b 'Cf called "unity" corresponding to 32
such that 1. (n = TQ - T for every choice ofT .

d) To‘.every To, there belong“ an clement T, such that

—T T . Its coordinates are continuous (or analytic) funct-

ions of the ')z .

e) [T T; Q“'T;/TE-TF\)

The elements are often transformations in 71 wvariables but this
is not necessary. From the definition we scc that only elements of the
group are considered in a neighbourhood of unity. This neighbourhood is
often called the group germ (Gruppenkeim).

We identify cach element with its corresponding point in )('z
This X, is called group space. _

To cvery pair of clements S, 7 +there belong two elements T4a

and 57 T . Two pairs &, T and %,,T, are called

X en

L

-}

-
[

— e b

(+) - equipollent if 1 o = [, &
(=) - equipollent if &' T = &

From ‘chis we got the following decductions:
1. If 5., T, ;5,7 are (+)-cquipollent three of these transformations
determine the fourth uniquelys
2. If 5, T ;4,T, and 5, T,; % T, are (+)-cquipollent, the same holds for
S'-Ti 53 -T.'} i
3. If $.7;95,.T, and T,U{ ;T ,l{ are (+)-equipollent the same holas for
S;U; S, g
4. If 5, T8 Tare (+)-equipollent, then =.,%,; T;,7, are (F)-equipcl--
lents

T




?Y(Tj can always be mapped on an ??(E such that T, is the image
~of 'ﬁ and that all p01ntpa1rs of 3((?) are mapped (+)4Cquipollent4
on the pointpairs of T, S I on YT, ) YT} ) '
6. If '97(1} is mapped in the same way} we get the same result as by
mapping 77(T,) on H(T,) in the same way.

If a pointpair 7~ LV*“W is given there exists for every choice
of LW in an ?ZYQ’) a (+) equipollent p01ntpa1rrfi i¢+d7 . Hence,
using for instance the (+)-equipollence we get for every choice of a
vector ¥ dt in ?7 we get a vectorfield ¥’'al in 3?(7 . That means
that the (+)~ equlpollence fixes a displacement (III § 2) for contra-
variant vectors in ’9? Ul ) . According to the conditions 1, 2, 3, 5
and 6 this displacement or connemlon is linear in the sense defined
in IITI § 2 and its paramecters {ﬁ% can be easily computed by using "
linearlyindependent (+)-equipollent vectorfields. In the same way the
(~)=equipollence gives rise to another linear connection with parameters

ﬁT . The curvature affinorsof both connections vanish because in both
cases there ex1st g4 11nearly independent covariant consﬁant vectorfields

- + o+
“—~e
1¢1’) —?3{/5 - A b{jl( + A ﬂib/]@ =
The connaﬁaonsare 1n general not symmetric.
odef =
1.2) Sl){ﬂm - nklg :ﬁO

If a curve contains a pointpair R,S and the first point T of a
(+)-equipollent pointwair T, , it may happen that it contains also
the point U . If this is the case for every choice of R, S and T the
curve is said to be a (+)-geodesic. In the same way (-)-geodesics can b
defined., If a (+)-geodesic contains | and VT it contains also T ,

’VgT .ete, Taking v infinitesimally different from.J we see,that a
(+)-geodesic is identical with a geodesic of the connex1on. fﬂa and

that for every choice of V' +the points I.#7T; ¢ T,7°T etc. have the same
distance if measured by means of an affine parameter on the geodecsie

(ef., III § 6), Now if we take YT :=TUW it follows that PT T ete.
But this implies that a (+)-geodesic is also a (-)-geodesic and that the
affine parameters for the (+)-connexion and for the (-)-connexion are
the same, Using this parameter the eguation of the geodic must have the
form

-——fy c{’*z(’ c/’l'z()
1.3) d“?é T = o8 =°
and from this it follows that

e rlé«f:
R = rm W‘
are the parametersof a symmetric connection that can be obtained by sym-



metrizing the (+)wconnection of the («)-connexion, This
is in general not integrable and its curvation affinor

ey
1,5) \ ??3'

plays an important role.

5%
»o=

3

third coﬁneﬁion

~

A \){v rf + ILMJ ]

X 2% )
If in ﬁ we fix local measuring vectors & , €p .y b=,

Z J

these vectors can be disvlaced (+)-parallel to all 901nts of ¥, . Then we

get in Xla new coordinatesystem (a),

Tor which

X 38 X aq
The gﬁ are (+)-constant (= covariant constant for the (+)-conncction),
hence
+ Q a :’_‘:x o
and
o e e e e e e e e
f‘ 4 : a i A. @
1.8) Bg//eﬁ; = - .c(vicf % PG = A D g
o « A
In the same way a (-)-parallecl system ¢ ;¢ ; R, can be
introduced., Then we get @another non holonomic coordinate system (A) with
1-9) D4 -k A
HY X . By - e
'_‘}t‘ == fb J f} =< Pﬁ
and
? ’ A . B . '
1.10) % 2%3 ép] *‘"”%\ or Qi'eﬁ g ’ CC“ ”’“K’JCG ~

Now we will prove that the ¢y and j

The equation

1,11)

represents

are constants

T T

a transformation of the elements of the group by which a

one~to~one correspondence between the clements and their transforms is

fixed, If for I

all Clomente ame +talen we get a group of clement trans-

formations, the first parameter-group and the transcusmetiang of this

Jroup are in one-to-one correspondence with the elements of the ori

ginmi

group. For the transformations of the group the following propositions

can be proved easily:

a., If 57 is

(-)—equipollent and the pairs &, ¢

b, If §,,
equlpollcnt.

/.. [
transformed into o, 7T

05,7, are (+)=-equipollent their transforms arc

,the pairs $,7,S7T  are
., T,'T are (+)-cquipollent.

also (+)-.

that is in general non holonomic and



4
The inversions of these propositions are also truv.

Tn the same way starting from the transforuation T 2T tne second
parameter group can be obtained. For this group the samnc holds as for

the first group if (+) is changed into (%F).

| e TU
S U B ﬂT\!
[ N
\’%'ﬂ'

s‘k—-ﬂ’ 7

For every choice of £ and dt +the field f;;rxclt is (+)-constant,
hence the pointpairs 7‘/'“‘ 77 +e¥Jt are all (+)- equlpoﬂ ent. In the same
way the POlTl't‘Oull"S 77'” Uk 8 *i1t are all (-)-cquipollent. Hence the
trensformation 7/ = fe*dt is a transformation of the first narameter
group (inversion of (a)) that leaves invariant the fields %* (proposi-
tion (b)) (and of course té\/v ) and in the same way VAR *"+;ﬂ «f belongs
to the .second parameter group and lecaves invariantd ’: and ‘-,z .

x

A
and ¢, WlJCh resopect to €7

Thet means that the ng derivatives of %2 &

and those of «2:“ and e/j with respect o % vanishs
1.12) Y = A +fx 3
- T e _ ef X~ et e w2l e
=27 g E g VAN /AN ROHA R
or
+ —
1.13) AN PV -
$13 # =
and consequently .
< e <
From (1.4) and (1.13) it follows that
1.15) W T e e
= g T e
hence, for every quantity (f, (indices supnressed)
. o4 . ~
1.16) 2 Vb — g;?d) + Vs »
- f}’{ ¥t 4 =
.o a — g N
For -2 5 equal to +% " we write from now on also ¢ = ]
Cg c’:) ch

By mixing over AY we get once more (1.4)
Exercise, If JE symbolizes the Lie derivative with respect to d;" ,
prove thats .

I) =. 6“ Vc,(
1 &
If the fields C;z are invariant for the transformations &¥at

P
the same must hold for the rotations . of ,y&‘p,} - Hence applylno the
general formula for the Lie derivative (D p.47 (7.16 - 21) |  we get



Py aye & o 1S 1 E wen o
1.17) (Cé aé\CCi‘) E[}’ (?,-’3 + ?”4 {,C;f (U‘Oyl} t",f\ RLEPIR é,}’ B dp sy *
c’ y £y
+C {, E't\ d,c—* 4+ £ ]“ LA,&‘;\ bp QJ =0

. . - . . o .
or, because of the vanishing of the Lie derivatives of g . with respect

to ¢*
0 & 4 '
1.18) J‘Ct‘ = 1),

- A
In the same way it can be proved that the ., are constants., If for
convenience we teke the local coordinate systeas (@) and (A) in %°
identical we have in that point

¥ . ¢ A
1.1 5 > ~. A . *..n x cgﬁ c @ {\C‘D &
9) /"CB = -1 Sm-?; = + A SCB = ¢ ’:an el =€ ipa che
hence
l,ﬁ chA &
1:20) CCG ::‘XCBQ 'C[:!' /

in all points because of the constancy of these parameters. The quentity

&H% has the remarkable property that its components with respecet to
(a) have the same values in all points of X, and that the same holdu
for its components with respect to (4). Because all components 5*5

and icg vanish it follows that
.1-

- - .
1.21) V C}ﬁ - (? /ﬁ = = % S&%& -0

Apart from any considerations about grouns we ask now whether it is
possible to have in en Ay a non-holonomic system (&) with mcasuring
vectors g* ;Zp satisfying equations of the form

. : a < £ a -
1 22) A C \)[}, ,3 = - ,;;_‘_1 é{f&,’i , Sy =2
with  fhner-1) given (not nccessarily constant) coefficients & .

zh
Necessary and sufficient conditions are that the integrability conditions

of (1.,22) are satisfied:

. @ c {£ T ¢ ‘t{
¢ = [()&‘s LICL"J g”y 6'73}+ L:Z, {’)[a" é)J \’:{"rg +

1.23) « Ao 4
"f”‘ Lo E 3(;‘ /}] ( It c’? 6] e E € -
, @ ¢ o g K } ¢ o EAN
- /l ecg crle €[5~€d,€:/,~! + 0 ’\ ¢ de Q[(y QA\ G-g, Bd' = ’?; Ta
or
= -
1.24) deccw +“mu;¢5& =



If”these_condifions are sétiSfieg?f% the tg%‘ are reguler in a
};.aoin*t:‘ﬁz,Jc ,to every set of vectors fﬂ éﬁ there cxist fields in an
fﬂ?y“) satisfying (1.22). T
. Secondly we ask, whether there exists an infinitesimal transforme-
tion A dt leaying the fields %k invariant, Necessary and sufficient
cbnditions are that the Lie derivatives of the‘éﬁ with respect to
¥ vanish:

1'25) O = '153,() E— + /Cf/r qf).&( -
e o £
- "’Q‘&"‘c‘ Epen + 2 (7))
or
V o~ oc _.Cf
1.26) {ﬁ 73 = &7, 3 t'/_%

The integrability conditions of these eguations

4
n ) s @ A\
O =¢ BL—J".C/CI“K{)Q’; 65!,5] + Ceof /./f[ IC + C—cg *’a/} ﬂ.‘t =

1.27)

P

L0 o £ ¢ . c {
=(3c1<f£_)7/c€[,fz§37+‘c£“d4 g “i’[,/' /5? 4t Cae v Q,/", =

= (.l ‘ el oS lu e
——[’ /"//'ffl "/2 c( ’/f-/l ec Ldg / Ccle ((gll (}j’

and these condifions must be identically satisfied if M. independent

solutiona exist. Hence we have as necessary and sufficient conditions

from (1.24)

A \ o RS e s
1.28) Byl t i cf, +lpc =3 Crae “fe

and from (1.27)

e @
1-29) Ug C’/C‘ -—(’ Jf ‘::."‘3 (.'{:,v,‘,: C'l()é_‘
But we sec immediately that these conditions are equivalent to
1.30) L + | € _a _ |
a%ﬁf:cg = constanu§ bpc[decz}e :g.%

If these conditiocns are satisfied, to every set of Vaiaés V% in a given
point of X%“there exists a solution valid in an ’?7/7:ﬂ . If 1 inde-
pendent solutions are chosen as the contravariant measuring vectors

g“ s B=y, .o - of some in general non-holonomic coordinate system
(A), we have from (1.25)

1.31) e*%%*.__wh(f .

and accordingly



1P32) o ,‘\{9

X, - - 4
?é)% M%( h €
or |
' N A A a
1e \4 2 e (}/\_
33) o c#kdq = € JW Qxeﬁ ‘
hence
. ~ Al / a ¢ t' 5B R
1’ FERs = s ’ ,__c' :
34) O[A F-/L’»’ /( Cot ng’é;ﬂ 5 €.
or
%".~_“MA . : g.ml
| ) y Y c 2 1

"4
The fields “p being invarient for the transformations

§ et the fields ? are invariant as well, Hence the Lie derivative

of % with respect to % vanishess
5" 2 e =

and this has as a consequence that the fields &% and é% are invae-
riant for the transformatlons 4 X4+ . But we know already that T in-
dependent fields gﬁ s satisfying (1.35) and invariant for % 1ndepeﬂ-

7
dent infinitesimal transformations can only exist if the 5% are
constants satisfying the equation

1037) / E Pra A
Croe e =°

Now if we choose the measuring veetors gﬁ‘ in such a way
‘that they coinecide with the the =™ in any arbitrarily chosen point of
X, we have in that point BA -4 and accordingly

1,38) WA _aed A n
Cen =" lrogo Cof

But then the same equation holds in a1l points of .X becaus~:
the %ﬁ3 are constant. Accordingly also (1.37) holds, as a consegquence
of (1.30 b) and (1.38)., Note that there is a difference hetween the

Xh considered here and a group swace because in this latter space one
point corres?dnding to the identical transformetion is Tixed,

After this intermezzo on sets of vectorficlds in Xﬂ. return-—
ing to grougspace and the first and second paramneter group, we way ask
whether A & at represents an infinitesimal transformation of the L£in-
parametric ﬁroup. Recessary and sufficient is the. invariance of the
fields €™ .

B N
1.39) A By o> —C
| £ 8 Ta ‘R



But this equation can only be valid if the f are constants,
In group theory it is usual to introduce the operator H/ ﬁ
as a symbol for instance f for the infinitesimal tramsformation
Ny — % +§,°‘di‘ . For the operator M, fp . Hg . always [H, Hé)
(without a comma) is written. Because of

1.40) ey =-retel oy €g =1 e¥e

<
it follows that
14 1-‘ ' : . }
41) | (FL “Z} = Hﬂ;
and in the same way it is proved that for the second pargmetric group

1.42) ( \,.

S e = WG R dh

c& A
The equations (1.41, 42) are called the structural formulae

after Lie of the first and second parameter group. Cartan called

(1.8, 10) the structural formulae of these groups. These latter formu-

lae were established first by Mﬁauz*er1 . Lie starts from infinitesimal

transformations and this is the reason why he looks at the matter from
the contravariant side. On the contrary Cartan starts from systems of
Pfaffians and his point of view is therefore entirely covariant. The
rather fine dualism between the two points of view was pointed out by
Cartan.

We gather.the following results:

An (- paramctrical group being given, there exist in group
space two anholonomic coordinatesystems (&) and (A), satisfying the
equations (1.8), (1.35), (1.41), (1.42) and (1,30). There arc two
groups of point transformations in ‘Xi , the two parametrical groups,
whose transformations are in one-to-one correspondance with the trans-
formations of the given group. The first leaves invariant the fields
of measuring vectors of (A) and the second those of (a).

Conversely &q%u—t) constants C§} = (@gflbeing given
satisfying (1.30 b), it is always possible to construct in an arbitrary

Xn an’ anholonomic system (a) satisfying (1.8) and (1.41) and another
anholonomic system (A) satisfying (1.35) and (1.42). The H:é& are the
symbols of infinitesimal transformations of a group of point transfor-
mations in X, leaving invariant the fields of measuring vectors of (A)
and the same holds for the /4, &, with respect to the measuring vector
of (f1). The transformations of these groups can be brought into one-to-
one correspondence in an infinite number of ways.

Besides the two parameter-groups there is a third transfor-
mation group connected with every group. The equation

1) Maurer, 1888,




9
1.43) T Uty

represents a transformatiom of the elements T-of the group, If for
(A 21l elements are taken we get a group called the adjoint group of
the given group. Because of

1.44) VUTH T = (ru) 7w

this group and the given group are isomorph but the isomorphy need not
be holo&dric. In fact, two elements U, and [, may exist such that

1.45) W, TUS = U, T

This is the case if and only if there exists besides j another ele-
ment that is commutative with respect to every element of the group.
All elements of this kind form an invariant subgroup called the contre
of the group .

Let C be such an element, then the trandformation ({ | O
of the adjoint group corresponds not only to U but also to CH .,

A transformation of the adjoint group transforms every sub-
group into a homologous subgroup that is identical with the original
one if and only if this subgroup is invariant,
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Als voorbeeld nemen we een transformatiegroep, de groep der

homogene lineairc puntitransformaties in een &,
1.45 a)

K o
'x n.f AX*

K . .
De T.;\ zijn de parameters der transformatie dus is waal
De parsmetergrocven zijn

- fe x ‘ ‘
eerste: ‘T. A= ,/LPT‘?)\ tweede: Tf,\ = T’f/: U“’,’ A

Zij zijn holoddrisch isomorph met de groep.
Do geadjungeerde groep is

' -
1.45 b) “T?A:;Hff 7o ut,

aangezien X Q’\ voor iedere X commutatief is met icdere transformatic
van de groep correspondcert de transformatie (1.45 b) zowel met het
element ‘?i',";,van de groep als ook met alle elementen & U ‘TA . De iso-
morphie is dus mero&drisch. Een infinitesimale transformetie van de
cerste (tweede) paramctergroep is van de vorm

eerste: T, = (’H,&;*Hfﬁ rif‘)T’.Q,\ = T%, s U"f/, TC, A4t
1»4'5 C) . < p
tweede: 'Tk,\:T.;\+T.f21_,\d7",

en een infinitesimale transformatic van de geadjungeerde groep hecft de
vorm
'K b : £ o g T

1.45 a) .
= TTL + {’Hk,qTf} «.T’,‘,, p“p o )CH
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§ 2. Fmi‘he continuous transfornmations groups.

Till now we did not in any way suppose that the originally given
group was a group pf transformations.
Let us take now an r-paremetrical group of transformetions in n varieble

(gk s K= /..nm :
2.1) A ) O I T

K

First we have to meke sure that the can be solved from (2.1)
The necessary and sufficient condition is that the matrix of the 2 f)
has rank 7. . Secondly it is necessary that the '?)“ are essential,
that is, that therc do not exist eguations of {the form

2.2) PUUE 1) = ESESO ] e e

Prom (2.2) follows that

J
2.3) [5]6 ”‘( }’)a F- y ;}m:‘ T34

H

and because the rank of ‘5 is < 7' this implies that there
exists at least one set of functions 14 "6/77”} such that

UB{,,?o() ’)/5 5“ =0 and consequently:
; - o
2.4) Un™) 3 (8" %)=
Conversely, if an equation of the form (2.4) holds, the //g’(, ‘7)“) mst
be functions of the gk and~the solutions of the equation

2.5) UPm™) Q p(7%) =0
But because an equation of this form has at most 7-f independent
solutions ‘the 'i]“ cannot be essential, Hence the d/"‘ in (2.1) are
essential if and only if no equation of the form (2.4) exists. From
now on we suppose that the 9}“ are essential and